ion der Curve 


Hy) + ya H)=ar 


INAUGURAL-DISSERTATION 


der philosophischen Facultät zu Jena 


Erlangung der Doctorwürde 


Mr vorgelegt 


N. von En 


CLEWENS SCHLINK 


en Fey Jayeı 1867. 


Druck von W, Ratz. 


2; 
BR earze 


EN 


y PR ine eg, 
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ET EEE rd 


e Curve, deren Gleichung Hy) S sn =ar Ist: eine solche vierter re 


zo Er Dimension vor. Die Gleichung ist nach x und y eh. es gelten also alle 
7 Werthe von x auch für y und umgekehrt. Setzt man in der obigen Gleichung ao, so 
wird daraus: xy(x?+y?)=o, oder x?+y?=o. 

Re ist die Gleichung des SIHRDESPUDENES, ar sowohl > a auch y=o ist. Setzt 


A Ne adx-tady-xtyAxy’—a'=o 
+ a y’x--(a?x?)y+adxs—a'=o 


Br « 3 3 Fa 
re Hy +—=0 
# 


2 Da jede Gleichung dritten Grades wenigstens eine reelle Wurzel hat, so schneidet jede 
der y-Achse parallele Linie die Curve wenigstens in einem Punkte. Unsere Gleichung hat 
: Per, eine Bu Bud, zwei Imaginäre N urzeln; pen Ne man das fehlende ‚Glied oy? | 


Ve eye ne 


a einen. bestimmten Werth ; z.B. a1 annimmt, Werthe von y berechnen und so © ER 
construiren. Setzt man in der Gleichung der Curve x=0, so ist: a’y=a*, also * 
die Curve schneidet die, y-Achse in der Entfernung a vom Anfangspunkte. Da | 
‚symetrisch. ist, ‚so ist für y=o auch: x>a, .d. h. die Curve schneidet die 
Ei grnung a vom Anfangspunkte. RES 


A2 


Setzt man x=y, so wird die Gleichung: 2adx}2x’=at, oder a=1 Es S 
Dieser Gleichung enuser ar beiden Werthe x=0, 457 ee > 


winklig angenommenen Corn Sehen Halhirt,- in der inttertins 0,457 . vn 
1,129 . v2 oder 0,646 und 1,596 vom Anfangspunkte. 
Construction der Curve. 
Die Gleichung der Curve ist: 
adstady-ix tn oder: 


R adıx? as—-aıx 
gr Eupen ED 
42 
HE y(arar) I. 


Nimmt man nun ein ne xan, sh und ie = a sein: 


damit das Absolutglied (a?—ax).— = Each negativ werde, so kann man durch Einführung 


einer neuen Variablen £ die Gleiehänk in zwei Gleiehungen zweiten Grades zerlegen, we e 
Kegelsehnitten angehören. Diese Gleiehungen sind: 


a? 
etz 


x 
1. a —ax. 


Denn bestimmt man aus Gleichung II 2= _—AX und setzt dies in Gleichung I, so bek 
man wieder die ursprüngliche Gleichung. a man Gleichung I um, so ist: 


HERE. 

Pretesde, 6, 
wenn 0?=— — und e-. gemacht wird; ist ferner noch e4x2=q3, so host nun die Glei 
chung: y2td2=e .£ oder y?=e. &—d?. 


Diese Gleichung gehört einer an, deren „Seheitelpunkt vom Aufangeunk 
: LE entfernt ist, denn setzt man y=o, so ist: E=— a 


Die Gleichung II gehört einer Hyperbel an, bezogen auf die a “ am 
ion Achsen, on Da RR a(a—x) oder Ey=b?. man 


- 


& x . a3 
Es sei nun n (Tat. u, Fig. 1) OB=x und AB=a; nun R e—=— , also x:a=a?:c? oder 
ax: a’—a?: er Beschreibt man nun über AB einen Kreis, der die ee in F schneidet und 


=, a k 


zieht, BF, so ist ax=BF, also BF: a=a:0. 
Man errichte also in A auf AB: eine °Scikrechte und verlängere BF, bis sie die Senk- 


we rechte in C trifft, so ist BC=e, also Bo=. Errichtet man ferner in Bauf ABeineSenk- 
i > ‚rechte und macht BD=BC und zieht OD, so ist OD?—=0OB°+BD? oder 

e en'= hre2tx2=dl, ? 
i atlx- e2 


a2. } h { 
Um e=— zu finden, setze man = =; man errichte also in C auf BC eine Senk- 


| rechte, Gielche die x-Achse im Punkte E schneidet, so ist BE=e. Um nun die Parabel 
 y?=e&—d? zu construiren, kann man den Anfangspunkt des Coordinatensystems von O 
nach B verlegen. 


a: ; Setzt man y==o, so ist s-T, man ziehe also ED und errichte in D auf ED eine 
h - Senkrechte, welche die x-Achse im Punkte M schneidet, dann ist M der Anfangspunkt der 
Parabel. Verbindet man ferner den Punkt E mit beliebigen Punkten auf der Verlängerung 
von BD z. B. N‘, N“, N“, N““ u.s.w., errichtet in den Punkten N‘, N”... Senkrechte, 
welehe die x-Achse in M‘, M“, M““... schneiden, so sind (BN‘)2, (BN‘J2, (BN“")2... jedesmal 
0 meft, e&t, e&w,. Da aber y=eZ—d?, so mache man BG=BD und beschreibe aus G mit 
ErRER .BN‘, BN“, BN‘“... Kreise, welche die BD in den Punkten P‘, P. P“... schneiden, so ist 
| BP=y, BP“ —y“, BP'—y‘... Trägt man diese Längen auf den in den Punkten M’, M“, 
M‘““... errichteten Senkrechten ab, so sind Q, Q, Q'%... Punkte der Parabel, welche man 
durch einen freien Zug verbinden kann. 

Die Gleichung der Hyperbel war £Zy=b?, wo b?=a(a—x). Man findet b, wenn man- A 
: mit F verbindet, also ist: sy=AF?. 


Trägt man nun von B aus sowohl auf der x-Achse als auf der y-Achse die Längen — 


"AF, 2AF, 3AF... ab und construirt die Punkte, welche einem Ey —=3AF, a 


 y=2AF... entsprechen, so erhält man Punkte der Hyperbel. Die beiden Curven ken 
“dan. sich im Punkte R, also ist RL als Ordinate des Durchschnittspunktes der Parabel und 
Hyperbel auch Ordinate der Curve für =OB. Trägt man RL von B aus auf BD ab, 

ist S ein Punkt der Curve. Für den Fall, dass x>o und <a ist, erhalten wir Punkte & 
Curve, welche im I. Quadranten liegen. 

‚Es sei nun x>o und >a. Die Gleichung der Curve war: 


Ist nun x>a, so wird ax2a?, wir’ kehren älso die Zeichen der Gleiehun um und erhal 
+ Fi pP’ ae ea, 


u EBEN: T ax ö = 
Zerlegt man diese Gleichung in zwei Sein Grades, so ist: wi See 


er, yes BEN ” KIT SR ee A F 
ae 
IV. ae Die Consirüetian ist diescihe* id gibt ı uns Punkte der Curve m 
28 Quadranten. 
. Es sei x<o. Dann wird Mi Gleichung der Curve: 
er en 
“ Durch Zerlegung bekommt man die beiden Gleichungen: 


Die erste Gleichung gehört einer Parabel an, deren Achse mit der negativen Seite dor X- 
zusammenfällt und deren Scheitelpunkt vom Anfangspunkte entfernt ist. Die r 


"Gleichung ist die einer Hyperbel, gelegen im I. und II. Quadranten. Die Construction | 
uns also Punkte, welche im III, Quadranten liegen. 

Construirt man auf diese Weise die Curve, oder, indem man in der Gleichung 
numerische Werthe von x einsetzt, so erscheint sie unter der Form 131.28 ' 


fe] 


Bestimmung der Merle. 


Die nt der Curve ist: | . m 
kun Tr a0. BE 


die Gleichung haben y=kx+1-V, wo V eine Fanotion von x ist, welche mit y N 
x gegen ‘o convergirt. Dann ist: ; 


N ir 


| k =lim ® und = lim(y—ks). 


Wir stellen die are der En unter folgender Foı orm‘ a | 


2 W | | 
EN $+ 5 i sy N N Ad b 
er = a ıT- er 


immt. Substitnirt man DB so ieh 

RE ENT Re 2 Bralatmo 
“ a4 

- (PHP). 4.2? Pr 0. 


" man nun zur " Grenze über, el man x=x werden 1a sst, So wird en 


( er : Curve wird dann: 
E\ (ER Beten I eröemenn.n also; 
| x*%F (Hö)4x. tlchz )ra’x— ten 


% Pa 


ir aber F)= :0 ist, so ist: 
a F(k+)=£Fk4+9.2), also: 


x?t.F’(k+ st SItxf (k+ 5 E)-hass—at=0 
as ; 5 


Be, t. Pkt st + SH =. 


Geht ı man nun zur Grenze von t über, da l1=lim t, so ist. für x=» l=o, 36 die Asymp- 
a 37% d.h. diex-Achse. Da die Gleichung aber symetrisch ist, so ist die zweite Asymp- 


3 N. N 
sun Maximum Ge Minimum ei so muss der exate, BE ver- 


klare | 
\ was ae R ' | 


SIE { STE 


- u ee ER a = \ 
i | VS VErr ayı = = FVer \ 


Setzt man diesen Werth in die sei der N ein, so ist: 


act VRR +V- an 


+] En : m] © ey 
4 H 2) a 


m — 


adx+ (a’+x?) VRrVEr en Ver Ye en = + : ) 


3 
eh + +3 Eee 
a a. 
3 3 n 
Te ee 
3 (Y -4 Ve wi we 
% oder (ad+x?)y—ax’ty—at=0 re 
; ; : 24 n 
also yet 


Setzt man diesen einfacheren Werth von y in die Gleichung der Curve, so ist: 
12. 


aa) Fer 
ax?. (a — a6 1 12atr 8_ 8x9) (a2 4x2) An ix 4x9) a'-+a'®s em 


k aa rt 12008? we at 4a'x-H4a’x° altzd—da’x a 
—12a RehsaKeror ee E 


re 12a IseHBa®s A —8a’x1=0. 


"8x 2 12x°-40x 7 12sC EX OxCH6RN Bx240r 20. 


(Geber die Methode der Auflösung s. Klügel, mathem. Wörterbuch, Art. ‚Gleichung‘ 
RR und aka Elemens d’arithmetique universelle, Golgana 1808.) 


Eder für x die Glieder ” iıhetischen Brokenlien 0, 1, 2, 3, .„, so bilden die Wertlhe 
d ESP, ‚Gleichung, eine Reihe der 9ten Ordnung, deren 9te Differenzen erst beständig werden. 


Sind die ersten Glieder der Differenzen-Reihe a, b, e...k, so ist: 


IR ‚also a=ıA | | —=—9 

„b=1.«(B+C4D+E+F+G+H+T4-K) mt 

„ e=1.2.(C-43D-7E+H15F-4316-H63H--127 I+255K) —=294 

, d=31(D+6E--25F-190G-H301H--966 I-+3025K) — 71004 

„ e=4!(E+10F+65G+350H-H1701 I-H7770K) —=986112 

„ £=5 1 (F415G-H4OH-H050146950K) _ = 5149840 

8=6!(G-H2IH4-266 1--2646K) 12934080 

„h=7!(H-+281-+62K) =16934400 

 „i=8!(H4-56K) —=11128320 
",.k=9!K | | —=2903040, RE 


Din. Aehk Dir, &  DiMT. Di6, Did.  Dil.d. Dil 3. Dim. 2. Dif. 4. Hauptr. 
909040-1-11125920-4-1698H100-412091080-1-5110840 + 986112 + 7100 + MH —1 —2 


x 903040-1-14031360-+-28062720-}-29868480-}-18083920-}- 6135952-1-1057116-- 712984 293 —3 
=2=20030104-18994400-}-42094080--57931200-4-179524004-242109724-7193008+-L1281111-71591 + 290. 


zZ B Die positive Wurzel der Gleichung liegt also zwischen 1 und 2, da die Werthe der 
leichu g wa die ER ruhen x=i und x=2 verschiedene ER gehen. Yebst 2 a 


Dif.9. DIEB. Dim. Die.6. DIES. DM A Dif. 3. Dif. 2. Dift. 1. Hau 
x= 0 —2903040-411128320-1-16934400-1-12934080-1-5149840-1-986112-1-71004-4- 23a A. -2 
x=—1=2903040-} 82252804 8709120-+ 42249604 9248804 61232 9772 — 94784 97 9479 
x=—2—2903040-1.53322240-7.33869804- 838080-+ 86800 25568-4-35340— 44818-454295 —63774 
x=—3=2903040-+ 2419200 965680— 12760 +  — en 
x=—4=2903040 — 4830 4 0 TE _ er Se | _ ; 


Eon in den Gliedern der Hauptreihe keine Veränderung der Zeichen mehr vorkommen Ä 
Gleichung enthält also keine negative Wurzeln, sondern nur eine positive reelle W 
zwischen 1 und 2; die übrigen sind sämmtlich imaginär. Um die Wurzel näher zu be 
‚zen, setze man, da sie zwischen 4 und 2 liegt, x=1-+y; dann verwandelt sieh un 0 
Gleichung in folgende: 


8,°+60y°4192y’4-324y°4278,7°48y°—114y°—93y?—24y—3—0. 2 
Da aber y<i ist, so setze man ya wodurch aus derobigen Gleichung folgende ent 


&2°-.6002°192002°4.3240002°-27800002*418000002°—140000002°—-93000000024 i 
—2400000000z — 3000000000 =0. 


und die Wurzel de rsptiielichen Gleichung liegt also zwischen 1,6 und 1 1. Auf die 
Wege kann man beliebig viele Deeimalstellen berechnen und man findet x=1, a % 
Die zweite Ableitung ist nun: 8 


d?F 
d’y da. Bxy 
a2, dE na 
Ns 


| Va VE) H+ ey # E= En iE 
50 findet: man y=—0,1144, 


Diesen Werth setzen wir in die zweite SIR, dann ist: 


PR BERN dx? Su, (0,1142) iz Ber “ ni Ei 


Diese wird positiv und folglich findet bei x=1,686.. ein Minimum statt. - 


er 


 Comesität, Concavität und Wendepunkte der Curve, en 


a | | 
Gleichung A Curve ist; ‘ n = . Ri 
sy Ne; also 
ni Ay. _astaxayhy® , 
ATI and 
day _6xy ee pen ?y+y3)2] — (6x?4+y2) (a? gey2hxı) (a3--3xy2-Ly°) 
2 en 
AT Hr Br j Ar 
diy_ INN ; 


SERH nun ein N ndenmakt stattfinden, so muss ge ‚sein 1 oder für ne muss: 


er [48x y24 x) HH 38 y2439)2] 433) Adhasy2439) (haszyhy)=o sein, 


Alan man hierin > y seinen NN aus der Cardinischen Formel einführen, so 


p d’y —12 
Für a ist y=0, also KR: wer also ist die Curve convex, 


2 Fri 


eÜ; rar xt sind die Werthe von y negativ ; da nun im Nenner nur y? vorkommt, so 
ist, derselbe für alle positiven Werthe von x positiv; es kommt also nur auf den Zähler an, 
«, Für =) ist „=—0,111. Diese Werthe eingesetzt, findet man den obigen Ausdruck 


=, aa 24, ‚also <o gn0 > 0; die Sr ist also für x=2 convex. 


@ diy. io; für ==d ist dich die Chr concav. ve Yiogt nie ein. Wendepunkt zwischen 
2 und x ,.die nähere Bestimmung desselben wird später folgen, A = 


Agenc, Normale, NEN und ‚Subnormale der Curve, 


CHR 0: n‘ — 


ae en wo 


law er) oh Ir aeg 
oder % ist, 979 st I: Me Re} 
a ie “t ea, AR EIELTDEFI ADEARLN 2 # 


a 


‚also‘ Gt die Gleichung der Tangente an die ve: 


i ae Kran 
A B2 


also für einen bestimmten Punkt (X,y:- a. 
1) (ae x) (atj38,2 y = 0 
aan yLy .., 3, 18x, 2y,4,y,° ns 


Era a°hax,y,tx,> arfax, y, en 3° 


Der en der Tangente ist also: 


er a’+3x, are: | 
8 atax,y,+x,° ei 


und das Absolutglied oder das Stück, welches auf der y-Achse abgeschnitten wird; 


ad+3x, ‚ 
ex, x 
Um den Richtungscoefficienten zu Rn setze man: 


43 at 


3 
x, en = u 


tga=— 


an die Curve, denn das Absolutglied ist OQ= er Be. 


he 2 
Ist x,=a, so ist y,=o, also ist dann Ders 0 Man inans A ie 
Sta ee 
gente für diesen Punkt zu construiren, auf der y-Achse 2 ab und verbinde. den 


mit en: 


dy_ asAx,3 2, | 
I. und III. Quadranten legt, ist Tee er =—l. 


| Der Richtungscoefficient ist =—1, d.h. die Tangente steht ee 
2 Halbirungslinie des I. und II. Quadranten. Das ‚Absolutglied ist dam: & 


ı 


Man nen also nur auf der x-Achse und y-Achse das Stück 2x, abzutragen und 
e iden Punkte zu ‚verbinden, so ist diese Linie Tangente für den Punkt (s,=y,). 


=y VE und N=y‘ VIE) E) 


L Im. + Hr rk 
- den Werth x von ey: ; ein, so ist: Sn=y,. ne also das Stück: 


dx‘ ar+3x,y,’+X, 
I 
= 8, da y,-o=Y. AR =1g=38. | 
a eye a SR N. 


re ® BE R | ad-13x,? y‚ty,? =y Ap 


BE I=V y2+ vi) "- V se = V PA®tAR? = PR; oder 


| am CHE" N an VPRTRRTEEEIWTEEREN = 
z y, Ey, L a’--3x,? y, m; ww. y + a’ 5x,yY, + Ks x 


Die Construction der Tangente für den negativen Curvenzweig ist dieselbe. 


Bezicht ı man die Curve auf Polarcoordinaten, dann ist: x=r.cos® und y=r.sinQ. Ä 
Aus der Gleichung der Curve: a°(x+y)Ixy(x?+y2)=a° wird also: 


a 4 
| u (09-0) sin29=at ar. o0s(ER—P).V2+7. sin 29= 
=3R—v, also en und sin26=cos2.v, 


= r! 4 
\ r 
.T..c08 erh an: =  nteos’vhaty'2.r.c08V 5 —at>0. 
a a 


| De _ —_2rteosv. REN /o% r.sinv | | 
ne STERNE a rer RE s/2—=m3 ich 
Far Ar "cos. | ay?. cosv—_ a oder a V2=m? gesetzt, so ist 


TERT 18% RER a 
Bine: 7; dr Ari, cosv. N rsinv | 

‚Kän Lt ER Er EN — Sei: b 3 Fj 
„00 dv” Ard.cos?2vImd.coov—3r 


A ee ers 


sven. taney 


En 


Buch BI ati De 
er 


2: cos Haze seov. 
: = 3 ur:) 
2r0 syn 3.s0ov rs 
| re Dan ie ma — 0. 
E; ERLEIDEN 1 Nik Ein 2% tang. Be a 
Für die Tangenie, Nötmmala, Subtangente und SULAUNNG bekommt man zur Ca 
tion wenig geeignete Ausdrücke. , a ee a 


Krümmungsirei und ul. 


kreises ir 3, A 1 E 
& Luc n | N 
1) nr ren. zam a K. 
® dx? . a 2 
Die Coordinaten des UN, Re | a. 
e BE = ac er und Ba a2 g ni : . 


; 2 dy 2 18x Var 
Nun asta.y2o.n,, . gt An Er “ % El we 


24 6spllarbdey2ta) HE@HBriy4yY?] 0 @r tr BB Hy) Hy 


do ae ee ee 
Also ist: ee 
e £ PL 3 2 una a Se Wr Kr} 3 
R En Ka ) ] (at Byatas)s BB 


= [Hay y%+@943 yo). v - Fugen: 
Gay [a3 yHr)’ Far yry®)] =) Garen > ( 


. Coordinaten des Krü a ee sind ds ee 


Bez ER: | wat REN as-3x et REN AR 
ats ak Be ech | 
| re KIGaEr Bey Tee EDEL) ) 
(a4 %sy24r°) [(aBxy24r)>+ (a4 32°yy )?] 
y’)?-+(@’+3sy?-+x9)?] 6684 y?) (a’+3r’y+y?) a) 
a®-+3x?y+y 3 lyv2ly3 
4 He) | er: 
Gy, (Ger Hyd PF@IH3sy2 Hr) 2] 6@T ya yN) ar) 
y ir Be ey), [a+3y1x)+@H3Oy4y9)?] 
en 7 Guss Et EICHE TER TEE 


: arte Ges se 


f' 


E Yarles man das Coordinatensystem so, dass der Anfangspunkt derselbe bleibt, die 
jeuen Coordinatenachsen dagegen mit den alten einen Winkel von 45° bilden, so wird die 
“Gleichung. der Curve einfacher und die Discussion in mancher Beziehung leichter. Die neuen 
FE Ra sind nun, wenn die neue x-Achse mit der alten den Winkel 8 bildet: 

Bei X=CoBß. ein. Y, 


are 


| y=sinß.x, +cosß.y, | u 
Da aber B= 45° ist, so ist: sin®=cosß, also: . | 
A we aa z x=sinß (x,—y,) | - 

ZER a y=sinß(x,-+y,) 


Er _ Führen wir diese Werthe in die Gleichung der Curve: a°(x+y)+xy(x?+y?)=a* ein 
A ist: - a[sinß&,—y,t8,+y)Hsin?d(,—y,)@+y,) -sin?ß [&,—y,)’+(x,+y,)?] =a® 

ig ae ut a?.sin 8. 2x,+sin?ß (x,”—y,?) .sin?ß (2x,2+2y,2)=a? 

233.sinß.x,+2.sin Bd (x—y,)=a®. 


REN, 2, also ad.vV2.x,43u?—4yt=af, 
“ und ne statt x, und y, wieder en yrt—Rady2.x+2a'=o, also: = 


.. 


y=&Y x*+2a?y2x—2at 


y=+ V x'+2,8282°x — 2a®. 


Anirck ist m. so lange x’+2, 8280: >2a° ist, oder Ant Ne >. 
ws En er BR Keen ist. | / 


also heisst die Gleiöhnde: y xt bt =0 oder = 8 


Soll dieser Ausdruck reell sein, so muss sthb3x>)- sein, oder: 


x>0,457b und x>—1,129b. 
Da nur gerade Potenzen von y ee so al ie im . und IV. und ie 


der dee. Vgl. Taf. 1 
Die erste Form der Gleichung: y=+J x*+2a’Y2.x—2a* erlaubt eine ei 
Construction. Formt man die Gleichung um, so ist: | | 


Pix Vs „7 Vr_ es Ye 


V-r8 Vs: 4 (a ay?r—, > ir . 
Es sei nun OA=OB=a und OK=x; manziehe AB (Taf. IV, Fig. 1), so ist AB: 
Nun verbinde man K mit B und errichte in B die Senkrechte BC, dann ist OC= 


u). 2——. Nun beschreibe man über DE einen Kreis, der die a au. F, 


dann ist ee en, Verbindet man nun 2) mit K, so ist: 


einen Kreis, der die y-Achse im Srieh H schneidet, so ist: KH— 


Man trage also auf der im Punkte K errichteten Senkrechten KH En be en Sei 
ab, so sind M und N Punkte der Curve. 


B Die, Ben Korn’ der echune‘ yı—x“+b: 3 lässt eine Construction mit Hülfe 


zweier andern Curven zu. Die Gleichung lässt sich nämlich‘ in zwei neue Gleichungen zer- 
legen, von denen die eine einem Kegelschnitte, die andere einer hyperbolischen Curve an- 


5 
avi 


gehört. Formt. man die Eliichuse um in: y (4 2)" b?.x und zerlegt diesen Aus- 
e:. druck i in zwei Gleichungen, indem wir eine neue Variable £ einführen, so ist: 


(hg): 2 


I. al 
& 


Für ein bestimmtes x kann man die beiden Curven construiren und da durch Multi- 
“ plieation der beiden Gleichungen die ursprüngliche wieder entsteht, so gibt der Durch- 
 schnittspunkt. der beiden Hülfseurven einen Punkt unserer Curve. 


CE 3 \ 
r Die Gleichung I: (ist —): & stellt eine Parabel dar, deren Anfangspunkt 


x3 
mit: ae des Coordinatensystems zusammenfällt; denn setzt man n=0 und > a —d;.:86 ist 
and '& oder y?=e. e Für kn ist 50. Um die Parabel zu en sei 


en AE und DG und in E auf AE die Benkrechte EF, so ist = a also 
FO=7 tb und 0G= -- ‚ also . Eon Trägt man nun CK=OH von C aus auf CF 
5 ab, so ist FR=% Ta =. Man mache nun OL=FK, beschreibe über OL einen Halb- 


“BB; 


; af ie Senkrechten ab, so sind die Punkte P, en pe, Leer 


# 


Bf x ke: 2x 2 
zweite Gleichung Va = stellt eine hyperbolische Curve dar, welche aus vier 
Dt S 

1etr' schen Zweigen besteht, die in den 4 Quadranten liegen und sich an die Coordinaten 


ptoten anlehnen. Si unserer en genügt der im Il. ae liegende 


Mr 9, QurQ... schneiden; beschreibt man nun über % Gr Q’A, 
welche die y- Achse in den Punkten R, R‘, R“,-R“, .... schneiden und 
C 


beten nk rechkdn Kan so san die Punkte $, Ss Ss“. gu. = Et, Ir, in, d 
Curve. Verbindet man die a unkle dieser beiden In mit ‚einander, ns gib 


Zweig der Curve die Construction ausführen. 
Asymptoten. 
Bei der Bestimmung der Asymptoten für die ursprüngliche Form der Curve fanden 
dass die a durch den ae een und As nananIenN halbirten. 


die ursprünglichen x- und y-Achsen dargestellt ‚werden. 
Die Gleichung der Curve ist: 


ps 
y=-xt- b’xr— x 
R Die Gleichung der Asymptote sei: 8 
y-mıHrn, wobei dann m = lim. * . 
undn = lim W —_ Et 
as u x -+b’x— = 
%y b? Bo en 

also: — 1+ a — mm 1 74 


Der Richtungscoefficient der Asymptote tang X = + 1. | 
Ferner ist n = lim (y— ms) oder dam=1, so ist n=lim (y—»), also 


; Ba 
on = Im “br E-x) 
& 


Nun ist aber: V++s-% = ( ı L bir — 5)" | + G 


SL 


‚Entwickeln wir dies nach dem binamischen Lehrsatze, so ist: 


el a: » 


Pe? rt PORLEIEE sit 
- AR: A y 
Ber u BE 2 
en n Be 
N, * y : BE N 
\ ‘ ar 
« ; le 


ya 
hi x-2 _ "dr x-7 b® 2 NUR x-7p7 IS Kara ı2r x Be 35 Bet b’x? { 


er as ur r16. 6 En 
Zr BE Toy 230 x b ge Fir x ir b'1 Ir 1073 x I be... 


IG=D) EDEN =»). E Det (= +. DR 


bs ie rn Kr 
x? a 3 xl N rag tr „755 zo + Fr sie 023 zu Ten 
on= im EEE EEE re x), 
B 2 .. e’ 23 1 5 


Geht man nun zur Grenze über, indem man x= © setzt, soistn=o, d.h. die 
‚symptote geht durch den Anfangspunkt des Coordinatensystems; und da m = tangA 
: el war, so halbiren die Aumptser die 4 Quadranten, sind also die ursprünglichen 
x und 5 - Achsen. 


Maxima und Minima der Curve: y ı_u_ b’x-+- Y sl 


5 3.53 
Ei Die erste Ableitung Her Gleichung ist: ne ar b 


5 : 4 
Setzen \ wir diesen Werth in die Gleichung der Cuvey= + xt Hr, ein, 


En ist ca = 2 v 16h’ — an B°—0, 5b odry=+ v=0 973°. 


=; "dahn ist: dy = 
dx 


‚ep gibt: ie — vo, 166° 0, 629 bt —0,56* = VZT, 373 B*. 
r Kein, go y ist 20 ebenfalls N es findet auch für den negativen Curven- 


—. 20 — 


Convexität, Concavität und Inflexionspunkte der Curve: 


yor-hitg= 0. 


| () Me 
3.1.h3 2 ur es 
Es ist: dy a rb und d’y ee 3y?. 


: B A y® dx? i07 4y? y: 
48x yo—4Erty?—24bixty2—b°y? _ Aax?yt—48x°— 2462? — 3b° 
= 16y? = 16y? 
4 
Setzt man hierin für y seinen Werth: y = V «43% — B so ist: 
An. Bar 48 7 32,3 24b*x2—48x°—24b°x ee 24b?x3 — 24b*x?2 — 3b? 


ler) YErr—2) lern )V CH 


Soll nun ein Inflexionspunkt ER so muss der Zähler: 24 b?x?—24b*x? —3h°=0 
werden, oder es muss sein: x? —bx?—35b°’=0o, oder b=1 gesetzt: x’—x?—3=o. ; 
Dieser Gleichung genügt der Werth, x=41,102. Also hat die Curve einen Wendepunkt 


für die Abseisse x—1,102b. Diesem Werthe von x entspricht: 


y= + v1102°71,102 05 =-+ V21731 oder y=-+ 1,215. 

Für alle Werthe von x S 1,102 ist die zweite Ableitung negativ, also die Curve con- 
eav; für alle Werthe von x > 1,102 ist die zweite Ableitung positiv, also die Curve con- 
vex. Da die Gleichung x’—x?—# = 0 nur eine reelle Wurzel hat, so hat die Curve auf 
der positiven Seite nur einen Wendepunkt. Für den negativen Curvenzweig ist x negativ, 
also muss sein: x’ +x?+3=0. Ä 

Dieser Gleichung entspricht die eine reelle Wurzel x = — 0,123, für welchen Werth 
aber keine Curve-existirt. Der negative Curvenzweig hat also keinen Inflexionspunkt. 

Aus den beiden gefundenen Ordinaten des Inflexionspunktes kann man nun leicht die 
Ordinaten des eye der ursprünglichen Curve berechnen. Aus der Gleichung: 
y—x bix 3 > = 0 folgte für den Wendepunkt die Abseisse x = 1,102. Da die Werthe 
der Gleichung: y ns 0a x+2a*=0, aus welcher die erstere Gleichung entstand, in- 
dem wir ay2 = b setzten, YZ mal so gross sind, als die Werthe jener Gleichung, so ent- 
spricht dieser Gleichung ein Werth von x=1,102.y2. Da ferner die der Gleichung: 
y*—x’— 2a?y2x+2a'= 0 entsprechende Curve zur x-Achse diejenige Linie hat, welche | 
gegen die Ordinaten - Achsen der ursprünglichen Curve: af(x+y)+xy(x?+y) —a=o 
unter einem Winkel von 45° durch den Anfangspunkt gelegt ist, so hat jeder Punkt der 
ursprünglichen Curve eine Abseisse, die Y2 mal so gross ist als die der Curve: y _ x’ 


— 2a? V2 s+2a= 0. 


ssen ib, um die Abseisse des Inflexionspuuktes für die ursprüngliche Curve 
N den Werth 1,102. Y2 noch mal mit v2 multipliciren, oder es ist: x = 2.1,102 
BR C Berechnet man das zu diesem x gehörige y, so findet man y = — 0,108. Die Or- 
di ten des Inflexionspunktes der ursprünglichen Curve sind also: x=3, 204; y = —0,108. 
Setzt man diese Werthe in den zweiten Differentialquotienten: 

xy[(I+ 3xy?-+ 89)? + (143x274 y9?] —(@HyYClH3sy®4R9).CIH38y4y?), so ist 

2 2 —0, 2398[(1-+6,612.0,01188-+10,648) ?4+(1—14,52.0,108—0,00129)?] 

3 --+(4,84-0,01188).(1-+6,612.0,01183-+- 10,648) .(1—14,52.0,108—0,00129) 

=-— v, 2398. A 726?40, A 8518.11,7267.0,584 = — 0,298.138 ‚341-56,871.0,584 

= — 33,063+33,191, 


u sehr nahe= o. Da die Gua; symetrisch ist, so findet auch > ner statt für 


Tangente, Normale, Subtangente und Subnormale der Curve. 


s 2 i Bu Gleichung der Tangente ist: y—y, = = (x—x,). 


4 


Die aIenuns der Curve ist: yı—x*+b’x — 5 7m 9,.alB0 


2 dy _4x°+b3 
“dx... 4y> 


RE 4x,°-+b? 
Pe EÄRER, y y, = Pe x—Xx,) y=yt 


‚ also ist die Gleichung der Tangente für den Punkt (x,, y,) i 


= (<—x,) 


N een 
Mau RT 


' j 8 pt a 
tzt. man nun ‚Ar y, seinen Werth aus der Gleichung „„=+ |/ x,+b IX,— z soist: - 


ni Annie, br An bi Hr 


Re Er T D 
a a AN 


ee sun 


Um nun den Punkt zu finden, wo die. Tangente die y- 1» Achse schneidet je 
= x 0, dann ist: 


| 3b3x, — 2bt | 
BEN a RR TE 
#4) (tg) 
y wird = 0, wenn 3b?x,— 2b? =o wird, oder wenn s,=3% bist, d.h. für ich Pr 


Curve, welcher die Abseisse x, = 2b hat, B die Tangente durch den a 
Coordinatensystems. 


4 SOSE 
y ie, wenn x,t+b’x, — 5 = o wird. Dies ist aber der Fall für x, = 


Für den Punkt der Curve also, welcher die Abseisse x,—=0,457b hat, d. h. da, wod “ 
die x- Achse schneidet, steht die Tangente senkrecht auf der x - „Achse, 


Ä : 4y,? 
Die Gleichung der Normale ist: y„-y, = — Frau) x—x,) 
ern 4y,® 


= N ee le EHE: x, 


RR See + 4x, ®y,44y,°8,+b.’y, 
er 4x,3--b3 Ar 4x,5>+b3 Sr 


Die Gleichung der Subtängente ist: x— x, = IE he. IB: oder - 


_ Ashbinn Ay  _ Bnt4 5bir,— Dr 
4x,3-+-b3 ER REN 43h? N: 
arg biüst z.B. sn dh | a 
‚ u’b° 


Die Gleichung der Subnormale ist: Hy ae ee 
Um die Länge der Tangente ; Normale, Subtangente und eh = | | 


N) setze man: T = .V +) 1 rr ( .), also T e= Vr+ (sm ) 


-VarByye, 80 
ee 


-. Vır@ 1 b; TE, „. also EN. — Va 


ne et 
nd „et a 

Es sei nun (Taf. V Fig. 1) P ein Punkt der a also 0OA=x, und AP=y, ferner 
— CD=y, und 0B=0G=b. Man ziehe CA und errichte in A auf CA die Senk- 


An 
IR, \ 


3 x,3 
er mie AE und in E auf AE die Senkrechte EF, so ist OF = Er; Ferner verbinde man 


’ 


m. so ist oR = ‚ also ist FK=FO is OK = Een ® en Trägt man nun das Stück 


Er 5 


Krümmungskreis und Evolute. 


Es ist .& )| der Radius des Krümmungskreises und 


Z a Er s i 
7230 BASE " a 33 nl - 


dy dy 
=2 a Rat: 
a de By dr 
dx? dx? 


| wi  dy_Ax2i hs d2y_ 24bx324htx2-3h° 


SER dx... SE dx?” - 16y? 5 also ist: | 
, fAx?’-+b° /16y6 Unze 323 N 
1 4x: eig ih 16y° — er x3-+b Fuoyr A 
Pr a = 


I A6yeFloxefäbrs he | 
gie Kama 3 . (24b3x°—24h*x?— 3h? 


ke en 


> 4x3-4b3 aeyeL 1er ah 32240) . y. 
Ba 7 Ser ee ne 
_Ay. 224b3x3—24b4x2-3h°)—(Ax1b HaoySt 0x2 8 1x2 1 : 
ie a & 


y4+ (16y°-+16x°+8b*x°-b°) y _ _ y(24bix®— 24x? — — 3b61-16y° LOL Eb% e 
Bey 94b>x°—24htx?—3h6 345 5x5 3Ah 22 30° _— 


_ 16x 16yeH32D°x°—24bx2 2D9). ee 
24h ’2’— 24b’x?—3b° ER RE A 2 


a=x— 


Zur Born der Evolute sind diese Ausdrücke nicht en einfacher gestalte 
die Berechnung derselben, wenn man die Curve auf die y-Achse bezieht, dann ist die 


be dan 
° 4 4 3 Ze mu nn 
chung derselben: x N —b Y: 15: =0, also dx n +b3 und 


REES 
oy 12x?—12y? m) _192y° x24-96b°x yon 192x® e 
dx? rag; 4y >+-b 3 (4y 3_-b sr 3 
_ 192y 6x?4-96b’x?2y?+12b*x?—192x?y°—192b’x?y?4+96b*x?y?_:96b*x?y 2_96b?x 234 
(4y+b°)° =  (4y°+b 2 : 


- 


Zur Berechnung der Evolute dienen folgende drei Bes, 


4A 3 
Es ist also: (v—ß). a und 


I6hb*x?y2—96b3x?y34-12b*x? ee: 

a (3° ni an wat 

(vB) .(96b*x?y? — 6b’x’y’+ 12b°x?) + 16x° (4y34-b3) laysibin, | 

(y—B) . (24b*y?—24b>y34-3b°). 4x2 (4y*44b’y—2b*) (Ay’-+b3). 4x?(4y°4b3): 

[0 —B) (24b*y?—24b’y °4+3b°)+16y’+16b?y*—8b*y°44b°y *14bdy— 2b”] Ar? i 
[16by?—Ab3y«-H-7b°y-+-16y —2b’—(24b*y2—24b?y 3-+3b°) B]ax®= — . 

[16y '—16b°y?—4b?y* +7b*%y—2b’—(24b+y?—24b°y +3b9),B.]4, PP y—M= 
Erhebt man diese Gleichung in's Quadrat, so bekommt man nach Multiplie 
Reduction eine Gleichung 14ten Grades, „ aus welcher s sich y nicht nach Bß auf 


| für den Fall, dass b= N gesetzt wird.. Lest» man die Gleichung der Curve in Bezug 
ia Achse zu Grunde, so 0 bekommt man eine Gleichung eines noch höheren Grades. 


dranten, wo er sich an die y-Achse als Asymptote anlehnt, entfernt sich allmälig von ihr, 
wobei er derselben seine convexe Seite zukehrt, Bei x=—0,108a, y=2,204a hat er einen 
_ Inflexionspunkt, wendet also von nun an der y-Achse seine concave Seite zu und erreicht 
bei x=—0,1144a, y=1,686a sein Minimum, nähert sich dann der y-Achse wieder und 
> Br dieselbe in der Entfernung a vom Anfangspunkte, dann durchläuft er den 
er ersten Quadranten, durchschneidet die x- - Achse in der Entfernung a vom Anfangspunkte 
ai und beschreibt in Bezug auf die x-Achse denselben Weg, wie in Bezug auf\ die y-Achse. 
Der zweite Zweig liegt ganz im III. Quadranten und kehrt fortwährend beiden Achsen seine 
eonvexe Seite zu. Er lehnt sich an beide Achsen als Asymptoten an und verläuft nach . 
beiden Seiten in die Unendlichkeit. 


ER Rectification und Schwerpunktsbestimmung der Curve: br 
u ii | ei : re 
DR | - [a Vesese HZ 

10V 40%) N 


Coordinaten des Schwerpunktes sind: sy‚=fy.ds; s,=fx.ds; also: 


en) "Vet ab? eh | “ 


°+- b 3 x 5 
16x°--8b?x°+-b® 
ap dx. Ver REIT ER 


x en r< nn Rs ” 5,5 % y f. FR 
gr“ = 3, y 7 x a . nf? “ 3. 7 iu br Ir D u: % d 
4 “ a a Fr } a 4 > Een OPr 


" Diese Integrale sind nur in unendlichen Reihen lösbar, welche hier zu verwick 
den, um sich zur Berechnung zu eignen. Einfacher sa a die ‚Integrale 
Flächen. RAR TIRRAGEN Kine SCART 

Die Formel ist: Ey Une also ist: = 


4 7 benz | % an 
je i V* +. dx= [ (1)? -ix= l (Ihr 9 = 


Nun ist aber: 


IE b>: 4. BR Ey 16H b8.\ b°® b? ber 
(4 =)" la. 5 20 0 8 ze tr wege nee tea 0 u ur I 


x* x 


et x° 


b® b*® be Ba: b8 b? pie an 
= (IH ur: —7 . a ST 135 ® Sutrag- ZI rss . dx 
Die Reihe ist convergent, wenn x>b ist. al 
e 
% Deo me ee . 
\= J x. (A et et ab 
Berechnen wir die Fläche von x=0,457b bis x=x, so ist: 
XZX, 
ge b b*® 3b® 3b? 3b® Ch 
Ir ia BI Sr Dre ah 128° wu 
U, 3 * 
# 4 36°. 3b? h® h” 2 
u TR 1008 Din Tan TEE 
Setzt man z. B. a und x,=2, so ist: FR | ee > 
1 3 3 1 10 
3.191164 jaBıo 100.301 6.00 Top go 
i = 2-10,0156-0,00141-0,0006-1.0,0004—0,125—0,00042—0,00006.... 
en = Bde 


A u 


Fläche. Da aber die Curve N srecl zu beiden Seiten der hcise liegt, 
von der Bir begrenzte Fläche gleich der von den Rn begrenzten | 


ist die Fläche der Curve, welche ausserhalb. der Asymptoten liegt, u der Fläche, 5 


oe 


A re 


_ von den Asymptoten und dem innerhalb derselben. fallenden ‚Theile des Curvenzweiges be- 


grenzt wird. 
Die Coordinaten des Ahmetnenes der Fläche sind: 
Ay, [y?.dx und Ay=/y.x.dx; also: ıy,= ee, ”+dx. Nun ist aber: 


€ 4 Ph 
(+ b’x— , ax-° (bu 


cn Zar" (1x) 4 gas (bi ) +. 


EB ya er el cipeiigper KYp0 9.4114 3b? 
N u =. 7 LE > 7 AA rer ee ee pa eh ER 
_ ar A a TI za tar 9655 1 T92 Br 
ee pe pre 
be 3607 sgpe pe 
2 re Zr har — ———- 
Ay,=} dx. (x, a, 4x,? 5 BI AT DON St joe? gar, a 12a, ) 
x=0,457b 
p? de p8 p? Eh gp'0 3b 
San,“ 320x,° 192x,° | 448x,? — 10242,8 ' 


= a 1x sh + 


Für b=1 und x,=2 ist also: 
Ay,=340,1489--0,06254-0,002604— 0,000976--0, 000097 —0 ‚000081-F0, 000052... 
2,148318 _ 
Ay,—=2,148318.., also Y=T0062° 90168 =21,128, 


ER 
As [sxa= [x u (»45°%:-5-)*.dx 


21b1° 21b'* 


xx, 
RE 3b® 3b? 3b® 7b? 
BED: DA De ARE er 
uk EEE 8x,? BETT PT 128x,° | 128x,’ 256x° 2568," 
x=0,457 
3b? 3b® Tb? 3b 
256x,® 


In,=31,? yi leder +9 — 1985, 1 640x,°  T08x, 


Für b=1 und x,=2 ist also: 
ix,=2,66666-10,7489-10,0625-0,003906—0,001464-0,000146—0,000140-- 
3,4204 _ 
Ax,=3,4204, also %=T008 09 


Die Coordinaten des Schwerpunktes sind also: x,=1,79 und y,=1,128 
Lässt man die Curve um die x-Achse rotiren, so ist die Oberfläche des  Rotations- 


körpers: 


Der Inhalt des Rotationskörpers ist: ee 
| a I=r fy?. de n 


BE bi — e 2 


kannt ud. 


Berichtigung: = 


Seite 13, Z. 6 und 7 ist statt y‘ und ‘ zu setzen: y, und x... 


